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Ecuaciones Diferenciales II. Examen I

Ejercicio 1. Se considera el sistema:
1 =V2—tcosxy, d9=+1+tcoszy, x1(0)=0, x2(0)=0
Hay unicidad de soluciones? ;Cuadl es el intervalo maximal?

Ejercicio 2. Encuentra un campo continuo X : R x R — R y 2y € R de manera
que
&= X(t, ), x(0) = xg

no admita solucién en |—2, +ool.
Ejercicio 3. ;Hay unicidad global para el siguiente problema?
=tz 2(0)=0

Ejercicio 4. ; Cuantas soluciones continuas x : R — R admite la siguiente ecuacion?

w(t) = /le(s) ds—Z/Otx(s) ds

Ejercicio 5. Se considera el sistema 2’ = 2z(22? + y* — 1), v = 4(22° + y* — 1).
i) Encuentra las soluciones constantes de este sistema.

i1) Demuestra que existe una solucién definida en toda la recta real con x(0) = 0.
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Solucién.
Ejercicio 1. Se considera el sistema:
1 =V2—tcosxy, d9=+1+tcoszy, x1(0)=0, x2(0)=0

.,Hay unicidad de soluciones? ;Cual es el intervalo maximal?

Tenemos que d = 2, con dominio D = |—1,2[ x R2. El campo es:
X(t,x) = <\/2 —tcosxa, V14 tcosxl)

Tenemos ty = 0, o = (0,0) y vemos que X € C'(D), por lo que es continuo y
tenemos unicidad de soluciones. Veamos que el campo X esta acotado, puesto que
para la norma del maximo:

| X (t,2)]|oo = sup {V2—t|cosma|,v/1+t|cosz|} < sup {V2—t,VI+1t}<V3
[

te]—1,2[ te]—1,2

Ejercicio 2. Encuentra un campo continuo X : R x R — R y 2y € R de manera
que
= X(t, ), z(0) = xo

no admita solucién en |—2, +o0.
Si tomamos el problema & = 2%, (0) = 1, tenemos que la solucién maximal es:
z(t) = — t€]—o0,1]
Como la solucién maximal es tnica, si el problema tuviera solucién en |—2, 400,
entonces z(t) tendria una extension continua a t = 1, pero esto no es posible.
Ejercicio 3. ;Hay unicidad global para el siguiente problema?
=tz 2(0)=0
Si buscamos una solucién de la forma z(t) = ct®, entonces:
cat®t = 33l

Tenemos entonces que:
o
a-l=3tg =4 a=06 c=4
De donde:

1 1 2
ca=cl 6=cP, =

Asi, una solucion es:

(t) = s sit>0
! 0 sit<O0

Y otra es x9(t) = 0. Por lo que no puede haber unicidad global. Otra solucién es
haber resuelto el problema por variables separadas.
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Ejercicio 4. ; Cuantas soluciones continuas x : R — R admite la siguiente ecuacion?

w(t) = /le(s) ds—Z/Ota:(s) ds

Sea x : R — R una solucion de la ecuacién, el TFC nos dice que = es derivable, con
derivada:

#(t) = —22(t)

Ahora, las soluciones de esta ultima son de la forma:

x(t) = ce™ ™, teR

Asi, para t = 0 tenemos a partir de la ecuacién integral que:

1 1 L 1_2 1 1 1
c:zv(()):/ox(s)ds:/oce ds:[—ﬁe L:C<§_2_€2)

de donde ¢ = 0 y la tnica solucién de la primera ecuacién es x(t) = 0.

Ejercicio 5. Se considera el sistema 2’ = 2z(222 + y? — 1), v/ = 4(22% + %> — 1).

i)

i)

Encuentra las soluciones constantes de este sistema. Tenemos D = R x R?,
buscamos soluciones de:

0=22(222 +¢y*>—1)
0=4(22%+y* - 1)

Es equivalente al sistema 222 4+ % = 1, que es una elipse en el plano de centro
el origen, radio menor v/2 y radio mayor 1.

Demuestra que existe una solucién definida en toda la recta real con x(0) = 0.

Si tomamos una soluciéon que no esté definida en toda la recta real entonces
bien explota o se acerca a la frontera, pero 0D = (). Supuesto que la solucién
maximal tiene w < oo, entonces la solucion diverge cuando ¢t — w. Si esto
se diera, entonces la solucién tendria que cruzar la elipse, por lo que cum-
pliria la misma ecuacion que las soluciones constantes. Como hay unicidad del
problema, tendrian que ser la misma, lo que lleva a una contradiccion.

Maés en detalle, si (x(t),y(t)) es una soluciéon maximal definida en |a, w[ con
a < 0 < w. Por reduccién al absurdo, supuesto que w < oo el Teorema de
prolongacién nos dice al ser 60D = () que:

. 2 212 _
lim[r(1)? + y(1)?]" = oo

Si tomamos la funcién f : Ja,w[ — R dada por f(t) = 2x(t)? + y(t)? — 1,
tenemos que:
fO)=-1,  f(t) > 2(t) +yt)* -1

Pero z(t)* + y(t)* — oo, por lo que f(t) — oo si t — w. El Teorema de
Bolzano nos dice que existe 7 € |, w[ de manera que f(7) = 0. Asi, la solucién
(x(t),y(t)) cumple la condicién inicial x(7) = o, y(T) = yo con 2z + y2 =
1. Ademas, tenemos la solucién constante (xg, o), por lo que por unicidad
deberian ser las mismas, llegando a una contradiccién. Asi, w = oo y un
argumento andlogo serviria para a > —o0.
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